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1. Введение
В настоящее время в крупном российском банке с каждым днем растет поток 
платежей от терминалов и банкоматов, автоматизированных систем, позволя-
ющих производить автоплатежи (платежи по расписанию, или зависящие от 
параметров счета у поставщика услуг), систем, позволяющих удаленно опла-
чивать услуги банка через интернет. На сегодняшний день через исследуемый 
банк проходит около 5 млн. платежей. Этот показатель является максимальным 
среди российских банков. Рост потока платежей оказывает серьезное воздействие 
на автоматизированные системы банка. В связи с этим возникают проблемы, 
связанные с производительностью систем банка, взаимодействующих с ними 
систем поставщиков услуг, возникают сбои и простои в проведении платежей.
Исторически сложилось, что многие системы банка дублируют функцио-
нал друг друга и позволяют производить наборы платежей, схожих по составу. 
Причинами этого явилось то, что системы банка были децентрализованы по 
территориальному признаку. В каждом территориальном банке существовала 
собственная система, которая взаимодействовала с требуемым для данного 
региона набором платежей. Постепенно компании поставщики услуг начали 
укрупняться, перенося бизнес в другие регионы. В банке появилась задача цен-
трализовать все платежи. При централизации банк решил внедрить крупную 
автоматизированную систему и интегрировать ее с некоторыми системами, 
существующими в территориальных банках. 
В настоящий момент в банке существует централизованная система, прини-
мающая весь поток платежей и отправляющая его на серверы платежей, кото-
рые взаимодействуют с поставщиками услуг. Интенсивность потока платежей 
входящих в автоматизированную систему постоянно возрастает, но с недавнего 
времени она достигла предельного значения, при котором серверы платежей не 
могут обслуживать данные потоки. При этом простаивают серверы платежей, 
внедренных в банке до централизации, которые могли бы эти потоки обслужить. 
Следствием этого являются возрастающая нагрузка на сервер, отклоняемые 
платежи, увеличение времени нахождения запросов в системе.
Между банком и поставщиками услуг существуют договора, в которых банк 
устанавливает комиссию с проведенных платежей этих поставщиков услуг. В 
случае простоя сервера платежей, работающего с поставщиками услуг, банк 
теряет прибыль и клиентов, недовольных большим временем ожидания и отка-
зами в проведении платежей.
Целью данной работы является разработка математической модели и инстру-
мента для оптимизации работы автоматизированной системы. 
Для достижения данной цели требуется решение следующих задач:
– Описание работы автоматизированной системы
– Оптимизация производительности работы сервера платежей.
– Оценка необходимости подключения дополнительного сервера для обра-
ботки потока платежей.
– Определение целесообразности отключения сервера.
2. Описание работы автоматизированной системы 
Представим замкнутую систему массового обслуживания, содержащую мно-
жество групп запросов от банкоматов, автоматизированных систем, позволяющих 
производить автоплатежи, автоматизированных систем, позволяющих удаленно 
оплачивать услуги банка через интернет по разным поставщикам услуг Ij, ,
каждая из групп запросов характеризуется своей интенсивностью запросов к 
серверу очередей автоматизированной системы λj, . При этом сервер пла-
тежей автоматизированной системы Р обрабатывает заявки, пришедшие через 
сервер очередей автоматизированной системы В с общей интенсивностью λsum 
с дисциплиной обслуживания FIFO. Закон распределения времени обработки 
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запросов сервера платежей Р в общем 
случае неизвестен и может быть экспо-
ненциальным (М), равномерным (R), 
детерминированным (D), нормальным 
(N), либо произвольным (G), если лю-
бая информация отсутствует. Сделаем 
допущение, что поток заявок является 
однородным.
3. Оптимизация 
производительности работы 
сервера и оценка необходимости 
подключения дополнительного 
сервера для обработки потока 
платежей
Поставим задачу направления на 
сервер только такого потока запросов, 
при котором среднее время ожидания 
в очереди не превысит предельно 
допустимого значения. Например, по 
технологическим требованиям время 
ожидания запроса не должно превы-
шать 30 секунд. Будем решать задачу, 
описанную в п.2 аналитическими 
методами.
Рассмотрим вначале общий случай 
с произвольным законом распределе-
ния времени поступления входящих 
запросов в сервер очередей и произ-
вольным временем обработки этих 
запросов сервером платежей. Для дан-
ной системы класса G/G/1 существуют 
приближения ее характеристик. 
Пусть среднее время между вхо-
дящими запросами в сервер очередей 
составляет E(A1), где A1 случайная 
величина времени прихода следую-
щего запроса, дисперсия соответст-
венно , а коэф-
фициент вариации .
Для сервера среднее время между об-
рабатываемыми сервером запросами 
платежей составляет E(B1), где B1 слу-
чайная величина времени обработки 
запроса, дисперсия соответственно
, а коэффициент
вариации . Пусть 
λ – интенсивность потока входящих 
запросов, μ – интенсивность потока 
обработки запросов.
Тогда существует оценка для сред-
него времени пребывания в очереди Wq:
 , (1)
где 
Для системы М/М/1 по формуле 
(1) получим: 
 Wq = ρ ⋅ (1 – ρ)–1 ⋅ E(B1) (2)
Для M/G/l:
Wq ≈ ρ ⋅ (1 + c2B1) ⋅ (2 ⋅ (1 – ρ))–1 ⋅ E(B1)   (3)
Для G/M/1:
Wq ≈ ρ ⋅ (1 + c2А1) ⋅ (2 ⋅ (1 – ρ))–1 ⋅ E(B1)   (4)
Используя (1), получим среднее 
время обработки запроса в системе:
 
 (5)
Среднее количество заявок в оче-
реди составит:
 Lq = Wq ⋅ (E(A1))–1 (6)
Среднее количество заявок в сис-
теме:
 L = W ⋅ (E(A1))–1 (7)
Если среднее время не превышает 
максимально допустимого, то при-
влечение нового, дополнительного 
сервера платежей для обработки по-
тока не требуется. Если среднее время 
превышает максимально допустимое, 
возникает вопрос о выделении части 
потока запросов и перенаправления 
его на другой дополнительный сервер 
платежей.
На основе достижения текущим 
сервером заданного среднего времени 
обработки входящих запросов Tmax оп-
ределим необходимость подключения 
дополнительного сервера платежей для 
обработки потока запросов. Для этого 
вначале найдем максимальную интен-
сивность потока входящих запросов 
λbase, которую текущий сервер плате-
жей сможет обработать, удовлетворяя 
требованиям по среднему времени 
обработки запросов Tmax. 
Исходя из формулы для среднего 
времени обработки запроса (4), уста-
навливаем ограничения по времени 
обслуживания входящих запросов, и 
решаем его относительно интенсив-
ности:
  (8)
Определим интенсивность потока
входящих запросов с учетом :
  (9)
Найдем максимальную интенсив-
ность потока входящих запросов:
  (10)
Коэффициенты вариации cА1 и cB1 
должны устанавливаться для каждого 
конкретного закона, с соответствую-
щей трансформацией уравнения (10). 
На дополнительный сервер перена-
правляется оставшаяся интенсивность 
потока запросов λnew:
 λnew = F(λ – λbase) (11)
где F –  в общем случае функция, завися-
щая от разности исходной интен-
сивности входящего потока λ и 
интенсивности потока входящих 
запросов λbase.
Для практических задач можно 
считать, что всякий поток, образую-
щийся из любых нескольких незави-
симых ординарных потоков, является 
простейшим, причем интенсивности 
суммируются. Соответственно разни-
цу потоков (на основе свойства устой-
чивости) можно найти: 
 λnew = λ – λbase (12)
Преобразуя уравнения для ог-
раничения по быстродействию для 
дополнительного сервера платежей 
(4), найдем требуемую интенсивность 
обработки запросов на нем:
 
 (13)
Определим требуемую интенсив-
ность потока обработки запросов с
учетом :
 
  (14)
где μ1,2 – решение уравнения (13).
Установим требуемую интенсив-
ность обработки запросов μ для до-
полнительного сервера платежей на 
минимальном уровне:
  (15)
Можно отметить, что для конкрет-
ных законов генерации и обработки 
запросов, максимально допустимая 
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интенсивность поступающих запро-
сов для исходного сервера платежей и 
требуемая интенсивность обработки 
запросов для дополнительного сер-
вера платежей трансформируются 
в более индивидуальные значения. 
В частности для детерминированного 
и экспоненциального закона данные 
формулы (10) и (15) преобразуются 
более простые, так как их коэффи- 
циенты вариации равны соответст- 
венно 0 и 1. 
Рассмотрим систему R/M/1, со-
держащую коэффициент вариации, 
зависящий от интенсивности запросов, 
что приводит к другому ходу решения. 
Для данной системы, принадлежащей 
общему классу G/M/1, уравнение 
трансформируется:
  (16)
Для равномерно распределенной 
на отрезке [а, b] случайной величины 
дисперсия равна σ2A1 = (b – a)2 ⋅ (12)–1,
математическое ожидание равно E(A1) =
= 0,5 ⋅ (a + b) = λ–1. Таким образом, 
квадрат коэффициента вариации:
  (17)
Учитывая экспоненциальное рас-
пределение времени обработки у сер-
вера, получаем: E(B1) = μ–1.
Таким образом, получим общую 
формулу среднего времени ожидания 
обработки запроса для системы R/M/1:
  (18)
Найдем максимальную интенсив-
ность потока входящих запросов λbase, 
которую текущий сервер платежей 
сможет обработать, удовлетворяя 
требованиям по среднему времени 
обработки запросов Tmax, решив нера-
венство (19):
  (19)
Обозначив интервал существова-
ния равномерной функции Δ = b – а, 
и преобразуя неравенство, получаем:
λ2(24μTmax – 12) + λ(24μ – 24μ2 Tmax) +
 + Δ2 ≤ 0 (20)
Отсюда, находим:
  (21)
где λ1,2base – решение уравнения (21).
При этом, одним из вариантов 
решения может быть установка меры 
отклонения в зависимости от интен-
сивности: Δ = k ⋅ λ, где k – коэффициент 
отклонения:
λ2base(24μbaseTmax – 12 + k2) + 
 + ks(24μbase – 24μ2baseTmax) ≤ 0 (22)
Откуда, учитывая λbase > 0, полу-
чаем:
  (23)
Определим требуемую интенсив-
ность обработки запросов для допол-
нительного сервера платежей: 
μ2new(–24λnewTmax) + μnew×
× (24λnew + 24λ
2
newTmax) – 
 – 12λ2new + Δ2 ≤ 0  (24)
Решив неравенство (24), получим 
требуемую интенсивность обработки 
потока запросов обработки для допол-
нительного сервера платежей:
  (25)
С учетом Δ = k ⋅ λ,:
μ2new(–24λnewTmax) + μnew ×
×(24λnew + 24λ
2
newTmax) – 12λ2new +
 + (k ⋅ λ) 2 ≤ 0 (26)
 
 (27)
4. Оценка целесообразности 
отключения сервера 
Решение, представленное в п.3, 
можно использовать и для решения 
обратной задачи – оценки определе-
ния целесообразности отключения 
сервера платежей и направления его 
потока запросов на один из оставшихся 
серверов. 
Предположим, есть два отдельных 
сервера платежей, обрабатывающих 
идентичные потоки запросов. По не-
которым причинам нужно отключить 
один из серверов платежей от авто-
матизированной системы, при этом 
до принятия решения целесообразно 
проверить, справится ли оставшийся 
сервер платежей с увеличившимся 
потоком запросов. 
Предположим, что отключаемый 
сервер платежей обрабатывает поток 
заявок с интенсивностью μdel, а ин-
тенсивность потока входящих заявок, 
направленная на этот сервер – λdel. 
Аналогично, оставшийся сервер пла-
тежей обрабатывает поток заявок с 
интенсивностью μcur, а интенсивность 
потока входящих заявок, направленная 
на этот сервер – λcur.
В общем случае суммировать ин-
тенсивности потоков λcur и λdel недо-
пустимо, но для практических задач 
можно считать, что всякий поток, 
образующийся из любых нескольких 
независимых ординарных потоков, 
является простейшим, причем интен-
сивности суммируются. 
Отсюда найдем сумму интенсив-
ностей потоков λcur и λdel: 
 λres = λcur + λdel (28)
Используя формулу (15), получим:
  (29)
Сравнивая требуемую интенсив-
ность работы μres с μcur, можно принять 
решение о допустимости направления 
на данный сервер дополнительного 
потока запросов. 
5. Заключение
Используя данную математическую 
модель можно добиться следующих 
результатов:
Получить инструмент для распре-
деления потока запросов на серверы 
платежей;
Достичь заданное минимальное 
временя ожидания запроса в очереди;
Обеспечить экономию при отклю-
чении сервера платежей, в случае, ког-
да остальные успевают обрабатывать 
поток запросов;
Добиться перераспределения за-
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просов в случае проведения плановых 
работ или технологического сбоя;
Представленные модели могут 
быть доработаны для учета индиви-
дуальных особенностей серверов, в 
частности, можно построить модели 
класса G/G/M с индивидуальными 
приоритетами внутри очередей. 
После внедрения данной системы 
в банке можно будет подсчитать эко-
номические эффекты:
– Прямой экономический эффект 
от внедрения системы будет влиять на 
увеличение доходов банка с комиссий 
проведенных платежей за счет сниже-
ния количества сбойных транзакций и 
снижения среднего времени пребыва-
ния транзакции в очереди.
– Косвенный экономический эф-
фект от внедрения системы будет про-
являться в увеличении числа клиентов 
за счет повышения конкурентоспособ-
ности банка, в снижении трудозатрат 
расчетного центра и технической под-
держки на обслуживание клиентских 
запросов, поиск сбойных транзакций, 
а также в снижении расходов при от-
ключении сервера. 
– Снижения риска ухода клиента в 
другие банки.
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